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Введение

В настоящей статье рассматривается применение методов интервального анализа для
двустороннего оценивания экстремумов гладких функций одной переменной. Интер-
вальные методы получили широкое распространение для решения этой задачи, но их
порядок точности, как правило, не превышает трех для случая функций одной пере-
менной и двух для случая многих переменных [1–4]. Предлагается метод для нахожде-
ния интервальной оценки минимума функции от одной переменной, порядок точности
которого может быть, в принципе, сделан сколь угодно высоким, т. е. любым нечет-
ным числом, бо́льшим 2. Новый метод может найти широкое применение в качестве
составной части популярных интервальных алгоритмов глобальной оптимизации или
глобального решения уравнений, основанных на адаптивном дроблении области опре-
деления исследуемой функции.

В статье используются обозначения, принятые в интервальном анализе согласно
неформальному международному стандарту [5]. В частности, интервалы и интерваль-
ные величины выделяют жирным шрифтом. Подчеркивание и надчеркивание — 𝑥 и 𝑥—
обозначают нижнюю и верхнюю границы вещественного интервала 𝑥, так что в целом
𝑥 = [𝑥, 𝑥] ⊂ R. Шириной интервала 𝑥 будем называть величину

wid 𝑥 = 𝑥− 𝑥,

серединой интервала 𝑥 — величину
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mid 𝑥 =
1

2
(𝑥+ 𝑥).

Арифметические операции между интервалами понимаются как операции классической
интервальной арифметики [1–4].

1. Теоретическая часть

Один из основных инструментов интервального анализа, применяемых в самых раз-
нообразных ситуациях, — интервальные расширения функций. Напомним (см., напри-
мер, [1]), что интервальная функция 𝑓 называется интервальным расширением вещест-
венной функции 𝑓 , если:
(i) 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥) для любого 𝑥 из области определения 𝑓 ;
(ii) 𝑓(𝑥) является монотонной по включению, т. е. для любых интервалов 𝑥, 𝑦 спра-

ведливо 𝑥 ⊆ 𝑦 ⇒ 𝑓(𝑥) ⊆ 𝑓(𝑦).
Нетрудно показать, что если 𝑓 — интервальное расширение функции 𝑓 , то всегда

{𝑓(𝑥) | 𝑥 ∈ 𝑥} ⊆ 𝑓(𝑥),

т. е. значение 𝑓(𝑥) — внешняя (с помощью объемлющего множества) оценка области
значений 𝑓 на интервале 𝑥 ⊂ R. Построение интервальных расширений функций явля-
ется одной из наиболее важных задач интервального анализа, а ее различные аспекты
активно исследуются с 1960-х гг. вплоть до настоящего времени. Приведем один из
первых результатов на эту тему.

Основная теорема интервальной арифметики [1, 3]. Пусть 𝑓 : R𝑛 → R — ра-

циональная функция аргументов 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, т. е. такая, что выражение для 𝑓
образовано из символов переменных, констант и четырех арифметических операций.

Если для некоторого набора интервалов 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 определен результат 𝑓 ♮(𝑥) под-
становки 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 вместо аргументов 𝑓 и дальнейшего выполнения операций

интервальной арифметики, то

{𝑓(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) | 𝑥1 ∈ 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑥2, . . . 𝑥𝑛 ∈ 𝑥𝑛} ⊆ 𝑓 ♮(𝑥1,𝑥2, . . . ,𝑥𝑛),

т. е. 𝑓 ♮(𝑥1,𝑥2, . . . ,𝑥𝑛) содержит область значений функции 𝑓 на 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛.

Интервальное расширение 𝑓 ♮ рациональной функции 𝑓 , конструкция которого опи-
сана в основной теореме интервальной арифметики, называют естественным интер-
вальным расширением. Его значения легко могут быть вычислены с помощью распро-
страненных языков программирования или библиотек, реализующих интервальные вы-
числения. Но использование естественного интервального расширения часто приводит
к грубым оценкам областей значений функций. Как следствие, были предложены более
развитые формы интервальных расширений, с более высокой точностью оценивания,
хотя в той или иной мере они все опираются на естественное интервальное расширение.

Перейдем к решению нашей задачи минимума функции. Пусть задан некоторый
интервал 𝑥 ⊆ R, на котором требуется оценить минимальное значение гладкой функции
𝑓(𝑥), и пусть также �̃� ∈ 𝑥 — некоторая точка, а 𝑁 — четное положительное число.
Будем предполагать, что 𝑓(𝑥) ∈ C𝑁 [𝑥,𝑥], т. е. что функция 𝑓(𝑥) имеет непрерывные



Об интервальном оценивании с высоким порядком минимума функции 79

производные вплоть до 𝑁 -го порядка на 𝑥. С помощью формулы Тейлора с остаточным
членом в форме Лагранжа можно представить 𝑓(𝑥) на интервале 𝑥 в виде

𝑓(𝑥) =
𝑁−1∑︁
𝑘=0

𝑓 (𝑘)(�̃�)

𝑘!
(𝑥− �̃�)𝑘 +

𝑓 (𝑁) (�̃�+ 𝜃(𝑥− �̃�))

𝑁 !
(𝑥− �̃�)𝑁 , 0 < 𝜃 < 1.

Заметим, что 𝑥 < �̃� + 𝜃(𝑥 − �̃�) < 𝑥. Предполагая, что для 𝑓 (𝑁), 𝑁 -й производной
функции 𝑓 , имеется явное аналитическое выражение, возьмем его естественное интер-
вальное расширение 𝑓

(𝑁)
♮ (𝑥) на интервале 𝑥 и подставим в слагаемое, содержащее 𝑓 (𝑁).

Получим включение

𝑓(𝑥) ∈
𝑁−1∑︁
𝑘=0

𝑓 (𝑘)(�̃�)

𝑘!
(𝑥− �̃�)𝑘 +

𝑓
(𝑁)
♮ (𝑥)

𝑁 !
(𝑥− �̃�)𝑁 .

Если взять в качестве �̃� = mid 𝑥, то

𝑓(𝑥) ∈
𝑁−1∑︁
𝑘=0

𝑓 (𝑘)(mid 𝑥)

𝑘!
(𝑥−mid 𝑥)𝑘 +

𝑓
(𝑁)
♮ (𝑥)

𝑁 !
(𝑥−mid 𝑥)𝑁 .

Отдельно отметим, что wid 𝑓
(𝑁)
♮ (𝑥) = 𝑂(wid 𝑥) при wid 𝑥 → 0 в силу свойств естест-

венного интервального расширения [1, 3, 4].
Обозначим

𝑓(𝑥) =
𝑁−1∑︁
𝑘=0

𝑓 (𝑘)(mid 𝑥)

𝑘!
(𝑥−mid 𝑥)𝑘 +

𝑓
(𝑁)
♮ (𝑥)

𝑁 !
(𝑥−mid 𝑥)𝑁 ,

𝑓(𝑥) =
𝑁−1∑︁
𝑘=0

𝑓 (𝑘)(mid 𝑥)

𝑘!
(𝑥−mid 𝑥)𝑘 +

𝑓
(𝑁)
♮ (𝑥)

𝑁 !
(𝑥−mid 𝑥)𝑁 .

Рассмотрим разность этих полиномов

𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥) =
𝑓

(𝑁)
♮ (𝑥)

𝑁 !
(𝑥−mid 𝑥)𝑁 −

𝑓
(𝑁)
♮ (𝑥)

𝑁 !
(𝑥−mid 𝑥)𝑁 =

=
1

𝑁 !

(︁
𝑓

(𝑁)
♮ (𝑥)− 𝑓

(𝑁)
♮ (𝑥)

)︁
(𝑥−mid 𝑥)𝑁 =

=
1

𝑁 !
wid 𝑓

(𝑁)
♮ (𝑥)(𝑥−mid 𝑥)𝑁 ≥ 0

в силу четности 𝑁 . То есть 𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(𝑥) для всех 𝑥 ∈ R.

Обозначим интервал
[︁
𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥)

]︁
через 𝐹 (𝑥,𝑥). Так как 𝑓(𝑥) ∈ 𝐹 (𝑥,𝑥), то при этом

wid 𝐹 (𝑥,𝑥) =
1

𝑁 !
wid 𝑓

(𝑁)
♮ (𝑥(𝑥−mid 𝑥)𝑁 = 𝑂

(︀
(wid 𝑥)𝑁+1

)︀
при wid 𝑥 → 0.

Таким образом, для любого 𝑥 из 𝑥 верно

wid 𝐹 (𝑥,𝑥) = 𝑂
(︀
(wid 𝑥)𝑁+1

)︀
при wid 𝑥 → 0. (1)
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2. Оценка минимума

Пусть минимум функции 𝑓(𝑥) на интервале 𝑥 достигается в точке 𝑥*. Очевидно, что

𝑓(𝑥*) ∈
[︁
min
𝑥

𝐹 (𝑥,𝑥),min
𝑥

𝐹 (𝑥,𝑥)
]︁
.

Предположим также, что минимум нижнего конца интервальной оценки 𝐹 (𝑥,𝑥), т. е.
функции 𝐹 (𝑥,𝑥), достигается в �̆�. Тогда имеет место[︁

min
𝑥

𝐹 (𝑥,𝑥),min
𝑥

𝐹 (𝑥,𝑥)
]︁
⊆

[︁
𝐹 (�̆�,𝑥),𝐹 (�̆�,𝑥)

]︁
= 𝐹 (�̌�,𝑥). (2)

Поскольку для любой точки 𝑥 ∈ 𝑥 верна асимптотическая оценка (1), она верна и для
точки �̆�. Значит, wid 𝐹 (�̆�,𝑥) = 𝑂

(︀
(wid 𝑥)𝑁+1

)︀
при wid 𝑥 → 0.

Таким образом,

wid
[︁
min
𝑥

𝐹 (𝑥,𝑥),min
𝑥

𝐹 (𝑥,𝑥)
]︁
= 𝑂

(︀
(wid 𝑥)𝑁+1

)︀
при wid 𝑥 → 0.

В действительности, можно указать еще более узкий интервал оценки значения мини-
мума 𝑓(𝑥), поскольку

𝑓(𝑥*) ∈
[︁
𝐹 (�̆�,𝑥),min

{︁
𝑓(�̆�),min

𝑥
𝐹 (𝑥,𝑥)

}︁]︁
⊆

[︁
min
𝑥

𝐹 (𝑥,𝑥),min
𝑥

𝐹 (𝑥,𝑥)
]︁
. (3)

3. Пример

Рассмотрим функцию 𝑓(𝑥) = 𝑥3 на последовательности интервалов вида 𝑥 = [−1/𝑘, 1/𝑘],
где 𝑘 ∈ N:

𝑓 ′′(𝑥) = 6𝑥,

𝑓 ′′(𝑥) =

[︂
−6

𝑘
,
6

𝑘

]︂
,

𝐹 (𝑥,𝑥) = −3𝑥2

𝑘
, 𝐹 (𝑥,𝑥) =

3𝑥2

𝑘
.

Различные приближения для интервальной оценки минимума функции 𝑓(𝑥) = 𝑥3 при 𝑘 = 1
Various approximations for interval estimate of the minimum of the function 𝑓(𝑥) = 𝑥3 with 𝑘 = 1
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Функция 𝐹 (𝑥,𝑥), как функция от 𝑥, имеет две точки минимума на 𝑥. Выберем
точку �̆� = −1/𝑘. Тогда (см. левый чертеж на рисунке)

𝐹 (�̆�,𝑥) =

[︂
− 3

𝑘3
,
3

𝑘3

]︂
.

Используя включение (2), можно получить более узкий интервал оценки минимума
𝑓(𝑥) (центральная часть рисунка):

𝐹 (�̆�,𝑥) ⊇
[︁
min
𝑥

𝐹 (𝑥,𝑥),min
𝑥

𝐹 (𝑥,𝑥)
]︁
=

[︂
− 3

𝑘3
, 0

]︂
.

И, наконец, можно использовать включение (3) (см. правый чертеж на рисунке):[︁
min
𝑥

𝐹 (𝑥,𝑥),min
𝑥

𝐹 (𝑥,𝑥)
]︁
⊇

[︁
𝐹 (�̆�,𝑥),min

{︁
𝑓(�̆�),min

𝑥
𝐹 (𝑥,𝑥)

}︁]︁
=

[︂
− 3

𝑘3
,− 1

𝑘3

]︂
.

В результате получаем, что при линейном уменьшении ширины интервала области
определения происходит кубическое уменьшение ширины интервальной оценки значе-
ния минимума функции.

Заключение

Применяя описанный выше метод на практике, имеет смысл, прежде всего, рассматри-
вать случаи 𝑁 = 2 или 𝑁 = 4, поскольку для оценки минимума функции на интервале
с порядком 𝑁 + 1 необходимо находить точку минимума полиномов степени 𝑁 . Чтобы
найти ее с помощью стандартных средств дифференциального исчисления как точку
зануления производной, в случае полинома четвертой степени можно применять из-
вестную формулу Кардано для корней кубического полинома. При повышении степени
𝑁 более четырех в силу теоремы Абеля –Руффини удобных аналитических формул
для корней полинома в общем случае не существует. Как следствие, нахождение нуля
производной необходимо выполнять с помощью какого-нибудь численного метода для
отыскания корней алгебраических уравнений.

Также стоит учитывать, имеется ли для минимизируемой функции явное выраже-
ние ее 𝑁 -й производной или нет. При отсутствии такового можно численно оценить эту
производную с помощью алгоритмического дифференцирования [2, 6] на рассматрива-
емом интервале 𝑥. Однако нахождение интервальной оценки 𝑓 (𝑁)(𝑥) путем алгорит-
мического дифференцирования требует как минимум в 𝑁 раз больше вычислительных
операций, чем для вычисления интервальной оценки области значений функции.

При использовании интервальной арифметики и естественного интервального рас-
ширения ширина результирующего интервала сильно зависит от количества проделан-
ных арифметических операций. Поэтому больший практический интерес имеет случай
𝑁 = 2. Это совпадает по порядку точности (равному трем) с методами, представлен-
ными в работах [3, 4]. Но так как развиваемый нами подход использует разложение
функции в окрестности точки, а не интерполяционное приближение, погрешности, вы-
званные приближенным характером вычислений на ЭВМ, для него меньше. Это вызва-
но тем, что построение интерполяционного приближения требует деления на ширину
рассматриваемого интервала, которая стремится к нулю в интервальных алгоритмах,
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использующих последовательное дробление исходного интервала. Таким образом, наш
метод лучше приспособлен для встраивания в интервальные алгоритмы глобальной оп-
тимизации и решения уравнений, основанные на адаптивном дроблении области опре-
деления функции (их описание можно найти, к примеру, в книгах [1, 2, 4]).
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Abstract

The article addresses the problem of two-sided estimation of the minimum of a function of
one real variable using interval methods. These methods are widely used for finding the ranges of
functions, but their order of accuracy often does not exceed 3 for the functions of one variable and 2
for the case of many variables. The paper proposes a method for finding an interval estimate for
the minimum of a function of one variable with any odd order greater than 2.

The proposed technique uses so-called functional intervals, the boundaries of which are described
by polynomials of even degrees obtained from the Taylor formula for the function under consideration.
The article provides a derivation of interval estimates for the minimum, and also proves an estimate
for the order of convergence of the width of the resulting interval with the decrease in the size of
the domain of the function. An example is given in which estimating the minimum of a function
reaches the theoretical order of convergence.
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The approach developed in this paper allows, in principle, to achieve any odd accuracy order
in the interval estimation of the minimum of a function. In practice, this method is convenient to
use for the third order of accuracy, since, on the one hand, we need to find an interval estimate for
derivatives of high degrees, and, on the other hand, we need to find roots of polynomials of even
degrees.

The new approach is shown to be useful and practical, as it uses the local Taylor expansion
and therefore behaves stably as the width of the function domain decreases. The new approach can
be used to improve the performance of interval global optimization algorithms based on adaptive
domain partitioning. An increase in the order of estimation accuracy entails the acceleration of
these algorithms, as well as a decrease in the number of subintervals generated in the process of
partitioning the domain.
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